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MATHEMATICS 
DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION pkm,n(z) EN S:ERIE DE 
FONCTIONS DE LEGENDRE ASSOCIEES 
PAR 
L. KUIPERS ET B. MEULENBELD 
(Communicated by Prof. J. F. KoKSMA at the meeting of February 25, 1961) 
Soit donnee !'equation differentielle 
d2w d w { m2 n2 } (1) (1-z2) dz2 -2zdz + k(k+1)- 2(1-z)- 2(1+z) w=O, 
ou z est une variable complexe situee dans le plan complexe hors de la 
ligne (- =, 1). Pour toutes les valeurs de k, m et n excepte celles pour 
lesquelles £X est un entier negatif et (ou) fJ est un entier !'equation (1) est 
satisfaite par la fonction l e-ni{J T(iX+ 1) (z-1)m/2 (z+ 1)n/2 pkm,n(z) = 4n sin {Jn · F({J + 1) · 2Y · 
. ~ (z+,l+,z-,1-) (t-1)P(t+ 1)Y(t-z)-<>-l dt, 
(2) 
ou pour abreger nous posons 
iX = k+ m+n {J=k- m-n y=k+ m-n CJ=k- m+2 n. 2 ' 2 , 2 ' 
Quant au contour d'integration et aux arguments de z-1, z+ 1, t-1, 
t+ 1 et t-z nous nous referons a [1], p. 439. Dans la note presente nous 
montrerons que pkm,n(z) peut etre developpe en serie de fonctions de 
Legendre associees de premiere espece; cependant aux parametres 
k, m, n et z quelques limitations subsequentes sont imposees. 
Nous supposons que R(z) > 0, alors 
(3) /z-1/ < /z+ I!-
Maintenant nous introduisons une nouvelle variable d'integration u selon 
t=z+(z2-1)leiu ou 
(4) u= -i log [(t-z) (z2-l)-~]. 
On voit que R(u)=arg [(t-z) (z2-1)l]. 
Soit r un nombre avec 
(5) 
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N ous choisissons comme premiere partie du chemin d'integration dans 
let-plan un cercle, centre en z, de rayon rJz2-1J!. Le point t= 1 se trouve 
a l'exterieur de ce cercle (fig. 1 ). So us la convention que u == 0 pour 
t = z + (z2- 1 )l le point initial A est transforme en le point 
U= -n+h-i log r( =Uo-2n). 
-1 
Fig. l 
LadeuxiemepositiondupointA dans leu-plandevient n+ h-i log r( =uo). 
La premiere partie du chemin d'integration dans leu-plan est le segment 
(u0 - 2n, u0 ). Dans la deuxieme position d'A le point t= 1 est transforme 
en u=n+h+i log (Jz+ 1J! Jz-1jl)=ul. 
On voit que Im uo>lm u1> 0 en vertu de (5). Nous pouvons supposer 
que les courbes qui entourent les points u1 et u1- 2n sont des cercles. 
Soit le point t= -1 transforme en u*, alors Im(u*)<O. 
On peut choisir la valeur de r tellement que chacun des cercles ne 
comprend aucun des points u* et u*- 2n a son interieur. Le chemin 
d'integration dans le u-plan est trace dans la figure 2. 
logt 
0 
Fig. 2 
Les deux cercles se deduisent l'un de l'autre par la translation ± 2n. 
En designant par L ce chemin d'integration (2) s'ecrit avec encore 
R(z)>O: 
330 
e-ni/3 T(a+ l) (z-l)-!/3 (z+ 1)-!Y pkrn,n(z) = i . 
4n sm fh T(f3 + 1) 2Y 
I e-i<>u{(z-l)+(z2-I)t eiu}/3 {(z+ l)+(z2-J)! eiu}rdu. 
L 
Supposons main tenant R(f3) > - l ; dans ce cas no us ecrivons 
( 6) 
( ie-ni8 T(a+ l) (z+ l)!(/3-y> 
) pkrn,n(z) = 4n sin f3n F(f3 + l) 2Y-f3 
~ I e-imu{z + (z2- l )! cos u }fJ{z + l + (z2- l )t eiu}Y-/3 du. L 
Quand nous faisons tendre r vers la valeur lz-lll lz+ 11-t, les deux 
integrales le long des petits cercles autour de u1 et u1 - 2n sont nulles, 
a la limite. En meme temps Uo ~ Ul. Le chemin d'integration de l'integrale 
dans (6) est devenu u1- 2n ~ u1, suivi par u1 ~ u1- 2n et I' ensemble 
des deux integrales rectlignes vaut 
u1 -2n Ut-21t 
et il vient 
(7) 
Supposons maintenant m reel, entier. Quant a l'integrale dans (7), 
l'integrandum ne possede aucun pole a l'interieur du parallelogramme 
de sommets 0, 2n, u1, u1- 2n (fig. 3), alors Fintegrale de (7) le long des 
Fig. 3 
cotes du parallelogramme est egale a zero. Mais parce quem est un nombre 
u 1 -2n 2n 
entier les valeurs des integrales I et I sont opposees. Alors (7) devient 
(8) 
0 u, 
( T(a+ l) (z+ l)!(/3-r> ~ plcm,n(z) = 2nl' ({3 + l) 2Y f3 · 
? 
2n 
·I e-imu{z+ (z2-l)l cos u}/3 {z+ l + (z2-I)l eiuy-/3 du. 
0 
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La restriction Re (3> -1 n'est plus necessaire parce que pour R(z)+O 
l'intervalle (0, 2n) ne contient pas de points singuliers de l'integrandum 
et les deux membres de (8) sont des fonctions analytiques de (3. (8) e~t 
done valable pour Re z > 0 et m reel en tier. 
En rempla<;ant k par -k-1 dans (8), nous obtenons 
(9) 
I T(-o) (z+1)~(/l-Yl 2"eimu {z+1+(z2-1)ieiu}Y-fl pkm,n(z) = f du = 2nl'( -y)2Y fl 0 {z+ (z2-1)t cos u}Y+ 1 
J (-1)m T(1+y) (z+1)i(fl-Yl 2"e-imu{z+1+(z2-1)ieiu}Y-B 
\ = 2nT(1+o)2Y-f! j {z+(z2-1)tcosu}Y+ 1 du. 
Dans le cas particulier m=n la relation (8) est une representation pour 
la fonction de Legendre associee (voir [2], ch. IV, p 133). L'integrale dans 
(8) est egale a 
2" . { (z-1)t . }Y--fl (z+1)Y-B J e-tmu{z+(z2-1)lcosu)fl 1+ z+ 1 ew du= 
= (z+ 1)Y-fl I (y- (3) (z-1)1! r e-iu(m-l) . {z+ (z2-1)k cos u]fl du ~ 
l~o l z+1 o 
= (z+ 1)m-n L - -=- - . . p m-l(z). oo (y (3) (z 1)H 2n T(f3+ 1) l~o l z+1 T(m-l+f3+1) fl 
Substituant en (8) nous trouvons 
(10) 
formule valable pour R(z) > 0, m reel, entier, n et k quelconque. 
REMARQUE 1 
Parce que selon notre supposition (3 n'est pas entier le nombre 
T(£X-l+1)=T(m-l+(3+1) dans (8) est fini et of= 0. 
REMARQUE 2 
Soit maintenant R(z) < 0. Rempla<;ons z par - z dans (8), nous avons 
T(iX + 1) (z- 1 )i(fl-yl e'~' "i" 
pkm,n(-z)= 2nT((3+1)2Y fl . 
2" 
· f e-imu {z+ (z2-l)t cos ·u}fl {z-1 + (z2-1)ieiu}Y-fl du, 
0 
le signe superieur etant adopte si I(z) > 0, et le signe inferieur si I(z) < 0. 
Nous appliquons la formule donnee en [3] (21): 
pkn,m( -Z)=e'fm(m-nl/2 2m-n _ . Qkm,n(z)+e'~'"'fl pkm,n(z) . T((3 + 1) { 2 sin ~Xn . } 
T(y+1) ne"'m 
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et nous trouvons, puisque m est entier, 
2" 
. I e-inu {z+ (z2-I)t cos u}Y {z-I + (z2-I)l eiuy-y du. 
0 
De meme ( 9) no us donne 
2e±"i"' sin tXn T(y+ I) (z-I)!IY-/1> 
pkm,n(z)- n Qkm,n(z) = ---'-'----::-2n----';,r,:.,.(o.,--+----='I':-) -· 
2" e-inu {z _I+ (z2 _ I)! eiu}P-Y 
· I du 
0 {z+(z2-I)i cos u}/1+1 · 
REMARQUE 3 
La relation (10) nous permet de trouver des proprietes des fonctions 
de Legendre generalisees a l'aide de celles des fonctions de Legendre 
associees. Par exemple il est possible d'appliquer les transformations 
quadratiques des dernieres fonctions et alors le resultat est un developpe-
ment de pkm,n(z) en serie de fonctions hypergeometriques d'un argument 
quadratique. Un tel developpement vaut mieux que celui que nous avons 
derive dans nos travaux precedents. 
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